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23 軌跡と領域 

193 

 x軸に接する円の半径は b だから， ( ) 12 22 +=-+ bba  

 0<b のとき 

  ( ) 12 22 +-=-+ bba  

  両辺を 2 乗し，整理すると，
2
3

2
1 2 += ab  

  ところが， 0
2
3

2
1 2 >+a より，

2
3

2
1 2 +a は 0<b を満たさない。よって，不適 

 0=b のとき 

  142 =+a  

  ところが 242 ³+a となり矛盾。よって，不適 

 0>b のとき 

  ( ) 12 22 +=-+ bba  

  両辺を 2 乗し，整理すると，
2
1

6
1 2 += ab  

  0
2
1

6
1 2 >+a より，

2
1

6
1 2 +a は 0>b を満たす。 

  よって，中心 P が描く図形の方程式は
2
1

6
1 2 += xy  

194 

 2 交点 A,B の座標 

  xy
2
1

= より， yx 2=  ・・・① 

①を ( ) ( ) 933 22 =-+- yx に代入し， yについて整理すると， 09185 2 =+- yy  

左辺を因数分解すると， ( )( ) 0335 =-- yy  3,
5
3

=\ y  

これと①より，2 交点 A,B の座標は ( )3,6,
5
3,

5
6

÷
ø
ö

ç
è
æ

 ・・・② 

 △PAB の重心として定義できない点 

  点 P の座標が②のとき△PAB が定義できない。 
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  したがって，

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ ++++

3

3
5
3

5
3

,
3

6
5
6

5
6

と

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ ++++

3

33
5
3

,
3

66
5
6

 

すなわち ÷
ø
ö

ç
è
æ

5
7,

5
14

と ÷
ø
ö

ç
è
æ

5
11,

5
22

は△PAB の重心として定義できない。 ・・・③ 

 点 P の座標 

  922 =+ yx 上の点は， ( )qq sin3,cos3 と表せることと， 

( ) ( ) 933 22 =-+- yx は 922 =+ yx を x軸方向に 3，y軸方向に 3 だけ平行移動した円の

方程式であることから， ( ) ( ) 933 22 =-+- yx 上の点 P をq を用いて表すと， 
P ( )3sin3,3cos3 ++ qq  ・・・④ 

点 G の軌跡 
 △PAB の重心 G の座標を ( )yx, とすると，②，④より， 

 

( )

÷
ø
ö

ç
è
æ ++=

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ ++++++
=

qq

qq

sin
5

11,cos
5

17

3

3sin33
5
3

,
3

3cos36
5
6

,

　　　

yx
 

 ( )qq sin,cos
5

11,
5

17
=÷

ø
ö

ç
è
æ --\ yx  

 これと， 1sincos 22 =+ qq より， 

点 G の軌跡は 1
5

11
5

17 22

=÷
ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ - yx  

ただし，③より，2 点 ÷
ø
ö

ç
è
æ

5
7,

5
14

， ÷
ø
ö

ç
è
æ

5
11,

5
22

を除く。 

195 
 交点の座標を ( )YX , とすると， ( )YX , は， 

( )( ) ( ) 0111 =+-+- YaXa  ・・・① 01 =-- YaX  ・・・② を満たす。 

①の左辺と②より， 

( )( ) ( )
( ) ( )

( )YaX
YaXYaX

YaYXaaXYaXa

-+-=
-+---=

----+=+-+-

1
11

1111

　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　  

( ) 01 =-+\ YaX  ・・・③ 

(i) 0¹X のとき 

②より，
X

Ya 1+
=  
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これを③に代入し，整理すると， 0122
=

-+
X
YX

  

122 =+\ YX  ただし， ( ) ( )1,0, ±=YX を除く 

(ii) 0=X のとき 

 ②より， 1-=Y  

 これと③より， 1-=a  
 よって， ( ) ( )1,0, -=YX を通る。 

(i)，(ii)より， 21 , ll の交点の軌跡は 122 =+ yx  ただし， ( ) ( )1,0, =yx を除く 

196 

(1) 

 mxy = を ( ) 44 22 =+- yx に代入し， xについて整理すると， ( ) 01281 22 =+-+ xxm  

 異なる 2 点 P,Q の x座標は ( ) 01281 22 =+-+ xxm の解だから， 

 判別式をDとすると， 0>D  

 これと， ( ) ( )22 31411216
4

mmD
-=+-= より， 031 2 >- m  

3
3

3
3

<<-\ m  

(2) 

 Rの座標を ( )YX , ，2 点 P,Q の x座標を ba , とすると，
2
ba +

=X  ・・・① 

ba , は ( ) 01281 22 =+-+ xxm の解だから，解と係数の関係より，
1

8
2 +

=+
m

ba  ・・・② 

 ①，②より，
1

4
2 +

=
m

X  ・・・③ 

 ( )YX , は mxy = 上の点より， mXY =  

これと，③より， 0¹X だから，
X
Ym =  ・・・④ 

③より， ( ) 0412 =-+ Xm  

これに④を代入し整理すると，
( ) 042 22

=
-+-

X
YX

 ( ) 42 22 =+-\ YX  ・・・⑤ 

また，(1)より，
3
3

3
3

<<- m だから，
3
411 2 <+£ m  すなわち 1

1
1

4
3

2
£

+
<
m

 

よって，③で， 4
1

43
2

£
+

=<
m

X  ・・・⑥ 

ゆえに，⑤と⑥より，R の軌跡は ( ) 42 22 =+- yx  ただし， 43 £< x  
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 R の軌跡は赤色実線部分，すなわち ( ) 42 22 =+- yx （ 43 £< x ）の部分 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O 2 3 4 

3√  

- 3√  

2 

- 2 
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197 

(1) 

 ( ) 11 22 +-££+-- xyx  すなわち 11 22 +-££- xyx  

 

 境界線を含む 

 
 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

1 

- 1 1 

- 1 
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(2) 

( )
( )
( )
( )ï

ï
î

ï
ï
í

ì

³<£+-
<<£--
<³£-
³³£+

Û£+

0,01
0,01
0,01
0,01

1

yxyx
yxyx
yxyx
yxyx

yx

　　

　　

　　　

　　　

 

 

 境界線を含む 
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y
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- 1 1 

- 1 
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(3) 

 (1)より， 12 +-£ xy の表す領域は x軸および y軸に関して対称である。 

 (2)より， kyx £+ の表す領域は x軸および y軸に関して対称である。 

 したがって， 0,0 ³³ yx において 12 +-£ xy の表す領域が kyx £+ の表す領域に含まれ

るための kの必要十分条件を求めればよい。 

 このとき，必要十分条件を満たす k は 12 +-= xy と kyx =+ すなわち kxy +-= が

10 ££ x において接するとき最小値をとるが，これは 12 +-= xy に kxy +-= を代入し，

整理して得られる xの2次方程式 012 =-+- kxx が 10 ££ x において重解をもつときの k
の値と等しい。そこで，このときの kの値を求めてみる。 

判別式をDとすると，重解条件 0=D および 54 +-= kD より， 054 =+- k  
4
5

=\k  

また，このときの重解をa とすると，解と係数の関係より， 12 =a  
2
1

=\a  

ゆえに， 012 =-+- kxx は
4
5

=k のとき 10 ££ x において重解をもつ。 

以上より，命題が真であるための必要十分条件は
4
5

³k  

 

x

y

O

5
4  

5
4  

1
2  

3
4  
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198 
 線分 AB が直線 ( ) ( )abxaby +--= 3 と共有点をもつとき，次の 2 つの場合が考えられる。 

 (i) 点 A，B の一方が ( ) ( )abxaby +--> 3 ，他方が ( ) ( )abxaby +--< 3 の表す領域に含ま

れる。 
 (ii) 点 A または B が ( ) ( )abxaby +--= 3 上の点である。 

 (i)のとき 
  点 A，B の一方が ( ) ( ) 03 <-+-- yabxab を，他方が ( ) ( ) 03 >-+-- yabxab を満たす

から， ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } 0132531 <--+-×--+--×- abababab  

  よって， ( )( ) 01354 <-++ bab  

  ゆえに，（ 054 >+b かつ 013 <-+ ba ）または（ 054 <+b かつ 013 >-+ ba ） 

(ii)のとき 
  点 A，B の少なくとも一方が ( ) ( ) 03 =-+-- yabxab を満たせばよいから， 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } 0132531 =--+-×--+--×- abababab  すなわち ( )( ) 01354 =-++ bab  

よって， 054 =+b または 013 =-+ ba  

 (i)または(ii)より，（ 054 ³+b かつ 013 £-+ ba ）または（ 054 £+b かつ 013 ³-+ ba ） 

 すなわち（
4
5

-³b かつ 13 +-£ ab ）または（
4
5

-£b かつ 13 +-³ ab ） 

 

a

b

O

- 5
4  

1 

3
4  
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例題 23 

別解：垂直二等分線の通過領域と包絡線 

包絡線とは 

 ある曲線があり，その曲線上の任意の点がある曲線群（または直線群）の接点となって

いるとき，その曲線を包絡線という。 

包絡線の求め方の原理 

 ・包絡線上のある点を A とすると， 

点 A における包絡線の接線の傾き 

＝包絡線と接する曲線群（または直線群）の点 A における接線の傾き 

 ・包絡線上の任意の点は曲線群（または直線群）の方程式を満たす。 

垂直二等分線 04422 =-+- yxtt の包絡線の求め方 数学Ⅲ 

 04422 =-+- yxtt  ・・・① は tをパラメータとする直線群とみなせるから， 
 その包絡線上の点を ( ) ( ) ( )( )tytxyx ,, = とおくと， ( ) ( )( )tytx , は①を満たす。 

 よって， ( ) ( ) 04422 =-+- tyttxt  ・・・② 

 また， ( ) ( )( )tytx , における包絡線の接線の傾きは

( )

( )
( )
( )tx
ty

dt
tdx

dt
tdy

dx
dy

¢
¢

==  ・・・③ 

 ①を xで微分すると， 042 =+-
dx
dyt  

2
t

dx
dy

=\  ・・・④ 

  補足：直線の傾きが
2
t
だから，

2
t

dx
dy

= でよい。 

 任意の tで③と④が等しいから，
( )
( ) 2

t
tx
ty
=

¢
¢

 ( ) ( )txtty ¢=¢\2  ・・・⑤ 

 ②を tで微分すると， ( ) ( ) ( ) 04222 =¢+¢-- tytxttxt  ( ) ( ) ( ) 02 =¢+¢--\ tytxttxt  

 この式に⑤を代入し，整理すると， ( ) 0=- txt  ( )txt =\  

 これを②に代入し，整理すると， ( ) ( ) 0442 =-+- tytx  

 よって， ( ) ( ) 1
4
1 2 += txty  

 ゆえに，包絡線の方程式は 1
4
1 2 += xy  

 また，包絡線 1
4
1 2 += xy は下に凸だから，それと接する直線群の通過領域 

すなわち垂直二等分線 04422 =-+- yxyt の通過領域は 1
4
1 2 +£ xy である。 
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赤色実線が tをパラメータとする直線群 04422 =-+- yxtt  

青色実線がその包絡線 1
4
1 2 += xy  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y
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(1) 

 21 xx = は方程式 ( ) baxx +--= 22 すなわち 022 22 =-+- baaxx の解だから， 

 解と係数の関係より，
2

,
2

2121
baxxaxx -

==+  

 よって， 

( ) ( )
( )
2

22
21

2
21

2
21

2

2

4

ab

baa

xxxxxx

-=

--=

-+=-

　　　　　

　　　　　  

 これと， 221 =- xx より， 224 ab -=  2
2

2
+=\

ab  

(2) 

 点 P,Q は放物線 A または B 上の点だから， ( ) ( ) ( ) ( )2
2222

2
1111 ,,,,, xxyxxxyx ==  

 これと， 2
2

,
2

,,2
22

212121 +=
-

==+=-
abbaxxaxxxx より， 

よって，直線 PQ の方程式は， 

 

( )

( )

( )( )
( )

1
4

2
2

2
2121

2
1121

2
11

21

2
2

2
1

11
21

21

+-=

-
-=

-+=
+-+=

+-
-
-

=

+-
-
-

=

aax

baax

xxxxx
xxxxx

xxx
xx
xx

yxx
xx
yy

y

　

　

　

　

　

 

 1
4

2
+-=

aaxy の両辺に 4 を掛け， aについて整理すると， 

04442 =-+- yxaa  ・・・① 

 aは①を満たす実数だから，判別式をDとすると， 0³D  

 これと， ( )14444
4

22 +-=+-= yxyxD
より， 012 ³+- yx  12 +£\ xy  
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包絡線と絡めて解くと，以下のようになる。 

 aをパラメータとする直線群 04442 =-+- yxaa の包絡線上の点を ( ) ( ) ( )( )ayaxyx ,, =  

とおくと， ( ) ( )( )ayax , は ( ) ( ) 04442 =-+- ayaaxa  ・・・① を満たす。 
①を aで微分すると， ( ) ( ) ( ) 04442 =¢+¢-- ayaxaaxa  ・・・② 

 ( ) ( ) ( )( )ayaxyx ,, = における接線の傾きは

( )

( )
( )
( )ax
ay

aa
adx

da
ady

dx
dy

¢
¢

==  ・・・③ 

 また， 04442 =-+- yxaa から， a
dx
dy

=  ・・・④ 

 ③と④より，
( )
( ) a
ax
ay

=
¢
¢

 ( ) ( )axaay ¢=¢\  ・・・⑤ 

 ⑤を②に代入し，整理すると， ( ) 042 =- axa  ( )axa 2=\  

 これを①に代入し，整理すると， ( ) ( )( ) 014 2 =-+- ayax  ( ) ( ) 12 +=\ axay  

 ゆえに，直線群 04442 =-+- yxaa の包絡線の方程式は 12 += xy  

12 += xy は下に凸だから，直線群 04442 =-+- yxaa の通過領域は 12 +£ xy  

x

y

O 1 - 1 

1 

2 
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赤色実線が aをパラメータとする直線群 ( ) ( ) 04442 =-+- ayaaxa  

青色実線がその包絡線 12 += xy  
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解法 1 
 線分 AB 上の点を ( )1,t ( )10 ££ t で表すと，必要十分条件は， 10 ££ t において

01122122 >-×--+ batt が，すなわち 0222 >-- batt が成り立つことであり， 
これは放物線 ( ) batttfy 222 --== が 10 ££ t において ( ) 0>= tfy であることと同値である。 

 ( ) ( ) baatbatttfy 222 222 ---=--== より， 

軸 at = について， 

 (i) 0£a のとき 
  ( )tf は 0=t で最小値 ( ) bf 20 -= をとるから，満たすべき条件は 02 >- b すなわち 0<b  

 (ii) 10 ££ a のとき 

  ( )tf は at = で最小値 ( ) baaf 22 --= をとるから，満たすべき条件は 022 >-- ba  

すなわち
2

2ab -<  

 (iii) a£1 のとき 
  ( )tf は 1=t で最小値 ( ) baf 2211 --= をとるから，満たすべき条件は 0221 >-- ba  

すなわち
2
1

+-< ab  

 (i)～(iii)を図示すると，次図のようになる。 

 境界線を含まない。 

 

a

b

O
1 

- 1
2  
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解法 2 

 012222 =---+ byaxyx より， ( ) ( ) 12222 ++=-+- babyax  

 よって，円の中心と半径は，それぞれ ( )ba, ， 122 ++ ba  

 (i) 0£a のとき 

  円の中心と最も近い線分 AB 上の点は A だから， 

満たすべき条件は ( ) ( ) 110 2222 ++>-+- baba  0<\b  

 (ii) 10 << a のとき 
  円の中心と最も近い線分 AB 上の点の座標は ( )1,a だから， 

満たすべき条件は ( ) ( ) 11 2222 ++>-+- babaa  
2

2ab -<\  

 (iii) a£1 のとき 

  円の中心と最も近い線分 AB 上の点は B だから， 

満たすべき条件は ( ) ( ) 111 2222 ++>-+- baba  
2
1

+-<\ ab  

201 

(1) 

 ts, の連立方程式
î
í
ì

=--
=++
yts
xts

1
1

を解くことにより， ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ --+

=
2

2,
2

, yxyxts  

これと， 0³s かつ 0³t より， 0³+ yx かつ 02 ³-- yx  

すなわち xy -³ かつ 2-£ xy  

境界線を含む 

 

x

y

O

1 

- 1 

- 2 

2 
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(2) 

 
î
í
ì

--=
+-+=

1
1

tsy
tsstx

 を ts, （ ts, は実数）の連立方程式とみなすと， 

1--= tsy より， 1++= yts  

 これを 1+-+= tsstx に代入し， tについて整理すると， ( ) 0212 =--+-- yxtyt  

 tについてのこの方程式は実数解をもつから，判別式をDとすると， 0³D  

 これと， ( ) ( ) ( ) 841241 22 +-+=----= xyyxyD より， ( ) 0841 2 ³+-+ xy  

 よって， ( ) 21
4
1 2 ++£ yx  

 また，このとき，連立方程式の sの解も実数となる。 

 ゆえに， ( ) 21
4
1 2 ++£ yx を座標平面内に図示すればよい。 

 境界線を含む 

 

x

y

O
2 

- 1 

9
4 
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(1) 

 
( )
( ) ( ) 2

22

5
24 ttx

tt
ttty +-

--
+--

= より，
5

2
5

24 2 ttxty +
+

-
=  

 また， 5-> tt より，定義域は txt ££- 5  

(2) 

 点 P の軌跡について 

  ( ) ( )2,, ttyx = とおくと， 2xy =  

  また， 31 ££ t より， 31 ££ x  

  よって，点 P は 2xy = ( )31 ££ x 上の点である。 

 点 Q の軌跡について 

  ( ) ( )24,5, 2 +--= tttyx とおくと， 5-= tx より， 5+= xt  

これを 242 +-= tty に代入し，整理すると， ( ) 2376 22 -+=++= xxxy  

また， 31 ££ t より， 24 -££- x  

よって，点 Q は ( ) 23 2 -+= xy ( )24 -££- x 上の点である。 

 したがって，線分 PQ すなわち
5

2
5

24 2 ttxty +
+

-
= ( )31,5 ££££- ttxt は， 

 ( ) 23 2 -+= xy ( )24 -££- x 上の点と 2xy = ( )31 ££ x 上の点を端点とする線分群で， 

その定義域 txt ££- 5 は 14 ££- x から 32 ££- x へ連続的に変化する。 

よって，線分 PQ の通過領域の端点の軌跡は下図青色実線となる。 

 

x

y

O

P

Q

- 4 - 2 

1 3 
- 1 

1 

9 
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続いて，直線 PQ の通過領域を図示する。 

5
2

5
24 2 ttxty +

+
-

= ( )31 ££ t の両辺に 5 を掛けて， tについて整理すると， 

( ) 0521222 =--++ yxtxt ( )31 ££ t  

したがって， ( ) 0521222 =--++ yxtxt が 31 ££ t において少なくとも 1 つの実数解をも

つような yx, の条件を求めればよい。 

 すなわち， ( ) ( ) yxtxttf 521222 --++= とすると，放物線 ( )tf が t軸と， 31 ££ t の範囲で， 
少なくとも 1 つの共有点をもつような yx, の条件を求めればよい。 

 (i) ( ) ( ) 03,01 ³³ ff のとき 

  ( ) 03521 ³+-= yxf より，
5
3

5
2

+£ xy  ・・・① 

( ) ( ) 03253 ³+-= yxf より， 32 +£ xy  ・・・② 

  また， ( ) ( ) ( ){ } 15641252122 222 ----++=--++= yxxxtyxtxttf より， 

  軸 12 --= xt について 

   3121 £--£ x  12 -££-\ x  ・・・③ 
  ( )12 -- xf について 

   ( ) 0156412 2 £----=-- yxxxf  
4
1

4
3

5
4 2

+÷
ø
ö

ç
è
æ +-³\ xy  ・・・④ 

  よって，①～④を同時に満たす範囲を図示すればよい。 
 (ii) ( ) ( ) 031 £ff のとき 

  ( ) ( ) 031 =ff または ( ) ( ) 031 <ff より， 31 ££ t の範囲で，少なくとも 1 つの共有点をもつ。 

  よって，図示するのは ( ) ( ) 031 £ff すなわち
ïî

ï
í
ì

+³

+£

32
5
3

5
2

xy

xy
または

ïî

ï
í
ì

+£

+³

32
5
3

5
2

xy

xy
 

 (iii) ( ) ( ) 03,01 << ff のとき 

31 ££ t の範囲に共有点をもたない。 

 以上より，直線 PQ の通過領域は(i)と(ii)の領域を図示することにより，次図のようになる。 
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 境界線を含む。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

y = - 4
5 x + 3

4( ) 2 + 1
4 

y = 2x
5 + 3

5 

y = 2x + 3 

- 2 
- 1 
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ゆえに，線分 PQ の端点の図と直線 PQ の通過領域の図より， 

線分 PQ の通過領域は下図のようになる。 

 

 境界線を含む。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O 1 

- 2 
- 1 

1 

3 

- 1 
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別解 

 tをパラメータとする直線群
5

2
5

24 2 ttxty +
+

-
= の包絡線を ( ) ( ) ( )( )tytxyx ,, = とすると， 

 

( )

( )
( )
( ) 5

24 -
=

¢
¢

==
t

tx
ty

dt
tdx

dt
tdy

dx
dy

 ( ) ( )txtty ¢-
=¢\

5
24

 ・・・① 

 ( ) ( )( )tytx , は
5

2
5

24 2 ttxty +
+

-
= 上の点だから， ( ) ( )

5
2

5
24 2 tttxtty +

+
-

=  ・・・② 

②を tで微分すると， ( ) ( ) ( )
5

22
5

24
5
4 +

+¢-
+=¢ ttxttxty  ・・・③ 

 ①を③に代入すると， ( ) ( ) ( )
5

22
5

24
5
4

5
24 +

+¢-
+=¢- ttxttxtxt

より， ( ) 0
5

22
5
4

=
+

+
ttx  

 これより， ( )
2

1+
-=
ttx  ( ) 12 --=\ txt  ・・・④ 

 ④を②に代入すると， 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ }

( ) ( )

( ) ( ){ }164
5
1

5
164

5
12212

5
2124

2

2

2

++-=

---
=

--+--
+

---
=

txtx

txtx

txtxtxtxty

　　

　　  

よって，包絡線の方程式は ( )
4
1

4
3

5
4164

5
1 2

2 +÷
ø
ö

ç
è
æ +-=++-= xxxy  

 31 ££ t のとき，直線群の傾き
5

24 -t
の範囲は 2

5
24

5
2

£
-

£
t

である。 

これと，包絡線 ( )164
5
1 2 ++-= xxy 上の接線の傾きは

5
6

5
8

--= x
dx
dy

で与えられることから， 

5
2

5
24 2 ttxty +

+
-

= ( )31 ££ t が接する包絡線の x座標の範囲は 2
5
6

5
8

5
2

£--£ x  

すなわち 12 -££- x  

よって，直線群
5

2
5

24 2 ttxty +
+

-
= ( )31 ££ t の包絡線は ( )164

5
1 2 ++-= xxy ( )12 -££- x  

これと，点 P,Q の軌跡が，それぞれ 2xy = ( )31 ££ x , ( ) 23 2 -+= xy ( )24 -££- x であるこ

とから，線分 PQ の軌跡は前ページの図のようになる。 
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補足 

 
5

2
5

24 2 ttxty +
+

-
= の包絡線についてまとめると， 

包絡線の方程式が ( ) ( )164
5
1 2 ++-= xxxf  

 包絡線の媒介変数表示が ( ) ( )( ) ( )( )÷
ø
ö

ç
è
æ +
-= txfttytx ,

2
1,  ということである。 

 これは， 

( ) ( )164
5
1 2 ++-== xxxfy 上の点 ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ +
-

+
-

2
1,

2
1 tft

における接線の方程式が 

 
5

2
5

24 2 ttxty +
+

-
= ということにほかならない。 


